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Si )l(m: f(x) =ay )l(m: g(x) = b, se cumple:
1) lim[f(x) + g(x)] = lim f(x) + limg(x) =a+b
X-n X->n X-n
2) lim[f(x) —g(®)] = limf(x) — limg(x) =a—b
x-n x-n X-n
3) lim[f(x) - gx)] = limf(x) - limg(x) =a-b
X-n X-n X-n
i

limg() b

4) Sib#0,lim @]

x-m lgx)

lim g(x)
5) Sif(x) > 0, lim[f(x)8®)] = [1im )" =P
X-n X—>0

SUMAS/RESTAS:
(+0) + () = (+)
(+00) + (+0) = (+00)
(=) + (D) = (=)
(=00) + (=0) = (=00)

~(~0) = (+0)
COCIENTES:
| =)
0= (1), sil#0
% = ()
Gy ™ 0

[ué‘?rmmw

PRODUCTOS:
(+09) - (+0) = (+00)
(+09) - (—00) = (~c0)

. (+0) - (1) = (+00)
Sil>0 —){E_OO% 8% _ E—OO%
3 +0) - = (—oo
Sil<o0 _){(—oo) () = (+o0)

POTENCIAS:
(+00)+*) = (+00)
(+0)=) = (0)
Sil> 0 — (+00)D = (+00)
Sil< 0 - (+0)® = (0)

| MO = (+0)
Sil>1 —>{ (1)(_00) — (0)
i - (1)(+OO) = (0)
Sio<I<1 {(1)(_°°) - (+o0)

INDETERMINACION DEL TIPO E: Analizaremos los términos dominantes tanto del numerador como del

denominador.

INDETERMINACION DEL TIPO o0 — oo: Aparecen al calcular limites con diferencia de cociente de polinomios o
radicales. Pueden resolverse desarrollando la resta convenientemente o multiplicando numerador vy
denominador por la expresién conjugada, respectivamente.

INDETERMINACION DEL TIPO g: Aparecen al calcular limites con funciones polindmicas o funciones

irracionales. En ambos casos intentaremos simplificar la fraccion, normalmente factorizando el numerador y
el denominador mediante la Regla de Ruffini o usando igualdades notables.

INDETERMINACION DEL TIPO 0 - oo: Se resuelven transformandolas en las del tipo 2 o en las del tipo %.
INDETERMINACION DEL TIPO 1%: Aparecen si la funcién es de la forma:

y = [f(x)]s®

donde lim f(x) = 1y lim g(x) = . Se resuelven resolviendo el siguiente limite:
X—a X—a

i g — olimer)-fe-1]
lim[fG)]E = e

455127475

LIMITES INFINITOS EN UN PUNTO: Diremos que la recta x = a (donde a es un ntmero) es una ASINTOTA
VERTICAL si existen alguno de estos dos limites:
lim f(x) = £ lim f(x) = oo
. x-a~ x—at .
LIMITES FINITOS EN EL INFINITO: Diremos que la recta y = a (donde a es un nimero) es una ASINTOTA
HORIZONTAL si existe el limite:

lirp fx)=a

x—+o00

LIMITES FINITOS EN EL INFINTO: Diremos que la rectay = mx + b (donde a, b son dos nimeros cualquiera)
es una ASINTOTA OBLICUA si existen y son finitos los limites:

f(x)
(Lritnuidad

lim——=m
x—o0 X
lim (£ () = m2) = b
FUNCION CONTINUA EN UN PUNTO: Una funciény = f(x) es CONTINUA EN UN PUNTO x = c si:
lim £ () = £()
FUNCION CONTINUA EN UN INTERVALO: Una funcién y = f(x) se dice que es CONTINUA EN UN INTERVALO
DE R si es continua en cada punto del intervalo.
CONTINUIDAD LATERAL:
Una funciéon y = f(x) es CONTINUA POR LA IZQUIERDA EN EL PUNTO x = c si existe el limite por la izquierda
en ese punto y coincide con el valor de la funcién en c.
lim £() = £(0)
Una funcién y = f(x) es CONTINUA POR LA DERECHA EN EL PUNTO x = c si existe el limite por la derecha
en ese punto y coincide con el valor de la funcion en c.

lim £() = £()

CONTINUIDAD DE FUNCIONES ELEMENTALES

e Las FUNCIONES POLINOMICAS son continuas en todo R.

e Las FUNCIONES RACIONALES no son continuas en los puntos en los que se anula el denominador.

e Las FUNCIONES RADICALES con indice para no existen en los valores que hacen el radicando negativo.
Si el indice es impar, son continuas en todo R.

e Las FUNCIONES EXPONENCIALES son continuas en todo R.

e Las FUNCIONES LOGARITMICAS no son continuas en los puntos en los que la expresion de la que
queremos hallar el logaritmo se convierte en cero o en un nimero negativo.

TIPOS DE DISCONTINUIDAD

Una funcién que no es continua en un punto x = ¢, decimos que es DISCONTINUA en ese punto.
DISCONTINUIDAD EVITABLE: El limite de la funcidon en ¢ existe y es finito pero no coincide con el valor de la
funcién en c. La funcién no esta definida en c.

DISCONTINUIDAD NO EVITABLE:

DISCONTINUIDAD DE PRIMERA ESPECIE: cuando existen los limites laterales pero son distintos, por lo que no
existe el limite de la funcion.

Ambos son finitos = SALTO FINITO.

Uno de los limites laterales es infinito = SALTO INFINITO

DISCONTINUIDAD DE SEGUNDA ESPECIE: uno o los dos limites laterales no existen.

@é/fy/méww
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x—a

G opuededss G et

y — fxo) = f'(x0) (x — xg)

Derivada de la suma o resta.: Derivada del producto por u? nimero: Primitiva de una funcién: Sea F(x) la primitiva de f(x): | F' s:) - 1{ Ex; c
(/@ 1g() = (2)£g'w) (k.S () =k.f" (%) [ de=FLa+
Derivada del producto: Derivada del cociente: % : 5
Deriva dg{li)lca) 'fo(;:)l;cij;n(;gﬁszz;){(ﬂ.g ) [ Sx) j _ f'(x).g(x)- f(x).g'(x) Integracién por p:;rtes _ Derivada del producto por un niimero:
(f(z) = /(&) g’ 0 () J v = vt~ [ o (k./00) =kS ')
Z Jertvadas imedats Iﬂ?m/es iumediatas
FUNCION DERIVADA DERIVADA COMPUESTA FUNCION INTEGRAL INTEGRAL COMPUESTA
f(x)=k Fi(x)=0 f(x)=x ja.dx:axw
S{x)=x S@=1 f(x)=x" [ =" sc (nr-1) [Tl - (= [”("’] e
f(x)=x" S'(x)=nx"" (g"(x)) =n, g""(X) g'(x) ntl e +1
f(x):\/; f!(x):ﬁ (’g( )_ \/_g() f(x):\/; _‘"dx \/7+C J‘2 u( )dx: M(X)+C
fE)=Lnx) | = (Ln(a0) ) =€) f)=tn(x) | [Lax=L]x|+C [ de=Liuw |+
F()=log,(0 | f =L (loga(9(0)) = 22 1 (x)=log, () [ e =togax+c [ 2 ix = ogaue + ¢
f(x)=e f'x)=e (V) =&t g'(x) f(x)=¢* Ie’dx=e*+C &Yy (x)dx =" +C
fx)=a’ /') =a" Ln(a) (@) =a*.Ln(a).g'(x) . o o a?
J(x)=sen(x) | /') =cos() (sen(g(x)) = cos(g(x)).¢' () ey Jarde= ¢ @ W =T C

J'(x)= —sen(X)

(cos(g(x)) )' = —sen(g(x)).g'(x)

f(x) = sen (x)

Isenxdx =—cosx+C

—cosu(x)+C

f(x) =cos (x)

Icos xdx = senx+C

J
]
J senu(x)-u'(x)dx =
J

cosu(x)-u'(x)dx = senu(x)+C

r_ 1 ’
f(x)=tag(x) | f'()=— (x) (tag(g(x)))' = — Ok ()
f'(x) (arcsen(g(x)))' = ! g'(x)
= X)= = .
f(x) arcsen(x) ﬁ 0
1 (3) =arecos(x)| S09= = (recosg ) = et )
' _ 1 r_ 1 ’
f(x)=arctag(x)| f'(x)= " (arctag(g(x))) = T2 g'(x)

(cotg(g(x)))' = cosec’(g(x)).g'(x)

1

f(x) = tag(x) fcoszx dx =tanx + C ficost((zzx)) dx =tanu(x) + C

1 u'(x)

= ———=dx =arcsenx+C —————dx =arcsenu(x)+C
f(x) arcsen (x) jm _[ ,71 = [u(x)]z
S (x)=arccos(x) . dx = arccosx + C f ) dx = arccosu(x) + €
V1 —x? V1-u?(x)
'(x)

f(x)zarctag(x) '[1+x dx = arctgx +C '[1+u[u(x )]2 =arctgu(x)+C

(
S (x)=cotg(x)
S (x) =sec(x)

f'(x) =cosec’(x)
sen(x)

S'(x) =sec(x) tag(x) = o5 ()

(sec(g(x))" = sec(g(x))iag(g(x)).g'(x)

S (x)=cotg(x)

1
f 5-dx = —cotanx + C
sen®x

u'(x)
fm x = —cotanu(x) + C

S () = cosec(x)

1"(x) =—cosec(x) cotg(x) = —

cos(x)

sen’ (x)

(cosec(g(x)))’ = —cosec(g(x)) cot g(g(x)).g'(x

S (x)=sec(x)

J.sec2 xdx=tgx+C

j sec” u(x) - u' (x)dx = tg u(x)+C

&5&5 /w.m»%

y = F)9e

e

@é/ﬂ/o/amajém

Tomamos logaritmos.
Derivamos.

Despejamos y'.
Sustituimos el valor de y.

f (x) = cosec(x)

f cosecx - cotgx dx = —cosecx + C

fu’(x)cosecu(x) - cotgu(x) dx = —cosecu(x) + C
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DOMINIO Y Se determina el conjunto de los niimeros reales para los que se puede calcular el valor de la funcién f(x).

CONTINUIDAD Este conjunto nos indicara los valores donde f(x) es continua. A \
Funciones polinémicas: Funciones exponenciales f(x) = e9™);
Dom(f) = R = (=, +). Dom(f) = Dom(g)
Funciones racionales f(x) = %: Funciones logaritmicas f (x) = log (g(x)):

Dom(f) = {x € R:Q(x) # 0} Dom(f) = {x € R: g(x) > 0}

Funciones irracionales de indice par f (x) = /P (x):
Dom(f) = {x e R:P(x) = 0}
SIMETRIA Funcién par: f(x) es simétrica respecto del eje OY. Se cumple que f(-x)=f(x).

Funcién impar: f(x) es simétrica respecto del origen. Se cumple que f(-x)=-f(x).

PERIODICIDAD f(x) es periédica de periodo T si f(x+T)=f(x). Esta propiedad la presentan, sobre todo, algunas funciones

trigonométricas, por eso en la practica sélo se tiene en cuenta para este tipo de funciones.

PUNTOS DE Con el eje de abscisas (OX), se resuelve la ecuacion f(x)=0. Puede haber uno, varios o infinitos puntos.

CORTE CONLOS | Con el eje de ordenadas (OY), se revuelve f(0). Puede haber uno o ningun punto de corte con este gje.

EJES Si la funcién pasa por el origen, este punto aparecen en ambos casos.
ASINTOTAS Asintota vertical: lim f(x) = tco y lim f(x) = oo
x—-a x—-a
Asintota horizontal:

lim f(x)=1l€eR
x—>+00

Para la posicion de la curva: f(x) — [

fxX)=1>0 fx)-1<0 fx)—1l=0
por encima por debajo oscilante

Asintota oblicua: y=mx+n

lim @=m,m¢ 0,tc0y lim [f(x) —mx]=n€eR
xX—>+c0 X X—+0o

Para la posicion de la curva: f(x) — 1

fx)—1>0 fx)-1<0 fx)—1=0

por encima por debajo oscilante ‘
MONOTONIA Estudiamos la derivabilidad y calculamos la derivada de f(x).
(crecimiento, i) Si f(x0)>0, entonces f es estrictamente creciente en xo; si f(x0)<0, f es estrictamente decreciente en xo.
maximos y ii) Si f es creciente en xo, entonces f(x0)=0 ; si f es decreciente en xo, f'(x0)<0 .
minimos) Tenemos un maximo si es creciente a la izquierda y decreciente a la derecha (resp. minimo).
CURVATURAY Calculamos la segunda derivada de f(X). Si f'(x0)>0, para todo x €1, f es estrictamente céncava (U); si
PUNTOS DE f'(x0)<0, f es estrictamente convexa (N).
INFLEXION Punto de inflexién: f'(xo)>0, y se produce un cambio de concavo a convexo o viceversa.
TABLA DE Se recomienda hacer una tabla de valores, a modo de resumen. Siempre se pueden calcular algunos
VALORES puntos adicionales si lo vemos necesario para una mejor representacion.

REPRESENTACION | Con la informacién obtenida en los puntos anteriores, dibujamos la grafica de la funcion. Primero

GRAFICA representamos los puntos obtenidos, después las asintotas y por Gltimo la grafica de la funcion.
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o Esperanza (media) de una variable aleatoria discreta: E(X) = p = Y71 x;(P(x;) = p1x1 + -+ + ppxn.
e Varianza de una v.a. discreta: Var(X) = o = E(X?) — E(X)? = ¥, (P(x)x? — u?
e Funcion de distribucion: F(X) = p(X < x) = Xy,<x P(X = x;)
. . % . 3
z ;05?44% aé 55@0«.&/&
Sea un experimento con dos posibles resultados, generalmente llamados éxito y fracaso para los que P[éxito] =py

P[fracaso] =1 —p = q. Verificarg(x) = {0,1}.

Notacion Funcion de probabilidad
X~Be(p),p € [0,1] PX=x]=p*(1-p)'™*x€{0,1}

Esperanza Varianza

Elx]=p Var(X] = pq

. 3 3 £ 3 ’
Consideramos n experimentos de Bernouilli independientes e idénticamente distribuidos y sea la variable aleatoria X definida

como el nimero de éxitos en n pruebas de Bernouilli. Verificarg(x) = {0,1, ..., n}. Es muestreo con reemplazamiento.

X~B(n,p),p € [01] PIX =kl = (i) P —p)" "k € (O.m)

E[x] =np Var[X] = npq q-"

Dadas X~B(n,p),Y~B(m,p) independientes entonces X + Y~B(n + m,p)
Una funcién f: R — R se dice que es una funcion de densidad sobre R si verifica:
a) f(x)=0,vxeR. -

b) [ f()dx =1 ‘

¢) Plasx<bh)= f:f(x)dx
’
&/a&‘u’%‘&?wﬁ
e Esperanza de una variable aleatoria continua: E (X) = ff; xf (x)dx.
e Varianza de una v.a. continua: Var(X) = o = E[(X — E(X))?].

Permite describir un nimero muy grande de fenémenos aleatorios, como por ejemplo aquellos en los que intervienen un nimero

elevado de factores no controlables, que actiian de manera independiente y con efectos pequefios. Funcién normal de pardmetros

uE€Rya?>0.

Notacion Funcion de densidad

X~NGu,0?) f00 =T
~ , 0 xX) = e o

" PN
’ 3 3 £
z ;0557M Mﬁwf (0.1)

Notacion Funcion de densidad

X~N(O,1) () =me s
~ A = — 2

flx me

(([ims Tahsjar con Catblos, de dtithucsin normal!

P(Z < a), escribimos el nimero correspondiente que .
aparece en la tabla.
P(Zza)=1-P(Z<a)

PZ<—-a)=P(Z=za)=1-P(Z<a)
P(Z>—-a)=P(Z<a)

P(a<Z<b)=P(Z<b)—P(Z<a) ‘
Es posible que haya casos como el tres dentro de los — E—
subcasos P(Z < b)yP(Z < a)

T

Sea X una variable aleatoria continua cuya probabilidad se distribuye como una distribucién N(u, o) entonces la variable aleatoria
7= % se distribuye como una N(0,1).

a— b —
P(a<X<b):P(—”<Z<—#)
a g

Sea X una variable aleatoria discreta cuya distribucion de probabilidad es una B(n,p) y que verificaquenp = 5yng > 5,

entonces la distribucion de la variable X se puede aproximar mediante una distribucion normal N (np, \/npq).

X~B(n,p)connp =5 ngq=25->X= N(np,w/npq).

PX=a)=P@—-05<X<a+0,5)
P(X <a)=P(X' <a—05)
PX<a)=PX'<a+0,5)
PX>a)=PX'>a+0,5)
PX=a)=PX'>a-10,5)

o=




Ftudstra

Za(fu’mm Sladilea

Parametro de la Variable Distribucion ) , . Tamafio de la
o, Intervalo de confianza Error maximo
poblacién muestral muestral muestra
d % X=N(n) (x o E 2 oy?
Medi = I —Za - —, Zo - —— = Zo - — = .=
edia X Ve ST 7 Vn “(Z%)
i 5 p= Pq P— 2 /EA . /E _ Pq — () P4
Proporcion P P P=N (p, o ) (P Z% ” ,P+ z% o ) E = Z% . ? n= (Z%) B2
g=1-p
Amplitud intervalo de confianza=2E (X—EX+E) = -
Xy P puntos medios de los intervalos (ﬁ— EP+ E) ?,‘; ? -
Punto medio del intervalo (a,b) = %
1 — o = nivel de confianza o 1+(1—-) | I
P(ZSZg)=—o - =
- 2 2 2
. . . pe .z % z
o = nivel de significacion P (_Za <7< Za) =1—a
- = - — 2 = 3
(ritaste do fopitisis
Media p
Bilaterales Unilaterales
H,: Hipotesis nula Ho: = py Hy:p < g Hy: it = Uy
H,: Hipotesis alternativa Hy:u = p, Hy:p > py Hy:u < pg
Nivel de confianza 1—«a l1—«a 11—«
Regién de aceptacion (_Za Za) (—o0,2,) (—z,, )
2 2
Estadistico X - X - X —
7= U”" =N(0,1) 7= 0“0 = N(0,1) 7= O,”" = N(0,1)
Vn Vn n
Proporcién P
Bilaterales Unilaterales
Hy: Hipdtesis nula Hy:p =py Hy:p < pg Hy:p = pg
H,: Hipotesis alternativa Hi:p = p, Hi:p > pg Hi:p <pg
Nivel de confianza 11—« 11—« 11—«
Region de aceptacion (_Za, Za) (—0,2,) (=24, )
2 2
Estadisti ) — ) — ) —
sradistico ZEp pOEN(O,l) Zsp pOEN(O,l) ZEp pOEN(O,l)
Po%0 Po4o Po%0
n n n
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